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摘 要：四谱值和五谱值布尔函数对于密码学应用具有特殊的意义，通过修改Maiorana-McFarland类bent函数，

给出了一种偶数元四谱值和五谱值布尔函数的构造，确定了所构造函数的Walsh谱分布，证明其非线性度和半

bent函数一样高，为2n - 1 - 2
n
2（n为变元数），代数次数能取到3和理论上界

n
2

+ 1之间的任意值。并深入研究了

该构造的一个子类，包含的函数具有五谱值和最高的代数次数
n
2

+ 1，且不存在非零线性结构。
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Abstract: Boolean functions with four-valued and five-valued spectra are of special interest for cryptography applica‐

tions. By modifying bent functions in the Maiorana-McFarland class, a construction of Boolean functions on even num‐

bers of variables with four-valued and five-valued spectra was presented, and their spectral distributions were deter‐

mined. The nonlinearity of these functions was proved to be as good as that of semi-bent functions, i.e., 2n - 1 - 2
n
2 (n 

was the number of variables), and the algebraic degree could reach any value ranging from 3 to the theoretical upper 

bound 
n
2

+ 1. Furthermore, a subclass of the construction was studied, which consisted of Boolean functions with five-

valued spectra, the highest algebraic degree 
n
2

+ 1, and without non-zero linear structures.
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0　引言

布尔函数是对称密码系统的重要组件，其密码

学性质直接影响密码系统的安全性。bent函数[1]是

一类具有均匀绝对值Walsh谱的布尔函数，即对于

任意的 n元 bent函数（n为偶数），其Walsh谱只包

含2个值（即±2
n
2）。在所有布尔函数中，bent函数

具有最高的非线性度，这意味着它能为密码系统提

供最优的混淆效果。然而，bent 函数存在不平衡
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性、代数次不超过
n
2
、抗相关攻击性能差等缺点，

限制了其在密码系统中的应用。

为了克服这些缺点，研究者提出了半 bent 函

数[2]的概念，半 bent 函数具有三谱值和高非线性

度，并且能同时满足其他的密码学指标，包括平衡

性和优良的相关免疫度等。因此，半 bent函数是

bent 函数很好的折中。更多关于半 bent 函数的结

论，请参考文献[3-5]。近年来，四谱值和五谱值布

尔函数越来越受到关注。首先，这两类函数可能具

有良好的密码学性质而被应用于序列密码和分组密

码。其次，这两类函数在码分多址（CDMA, code 

division multiple access）通信系统的设计中也发挥

了重要作用[6]。另外，目前F6
2 上唯一已知的APN

（almost perfect nonlinear）置换[7]的所有分量函数都

是五谱值的，因此研究五谱值函数对于解决偶数元

APN置换问题起到一定的促进作用。文献[8-10]研

究有限域上迹函数表示的五谱值布尔函数构造。文

献[11]通过修改 2个 bent函数的级联函数来构造高

非线性度平衡和弹性五谱值布尔函数。文献[12]通

过修改bent函数间接构造的条件来构造五谱值布尔

函数。文献[13-15]通过修改已知bent函数的真值表

来构造四谱值和五谱值布尔函数。文献[16-18]从

Walsh 谱域的角度研究五谱值布尔函数的特征和

构造。

不同于上述已知的构造方法，本文通过修改

MM（Maiorana-McFarland）类 bent函数的表达式，

给出了一种构造四谱值和五谱值布尔函数的方法，

并确定了所构造函数的Walsh谱分布，进而证明了

这些函数具有四值或五值的Walsh谱，非线性度与

半 bent函数一致，为 2n - 1 - 2
n
2。另外，这些函数

的代数次数能取到 3 和
n
2

+ 1 之间的任意值，而

n
2

+ 1是具有这些谱值的布尔函数的代数次数上界。

最后，研究了该构造的一种特殊情形，包含具有最

高的代数次数
n
2

+ 1的五谱值布尔函数，且不存在

非零线性结构。

1　预备知识

令F2 表示二元域，Fn
2 表示F2 上的 n维向量空

间。整数和F2上的加法都用+表示，具体含义由上

下文确定。任意 n 元布尔函数 f:Fn
2 → F2 都能表

示为

f ( x1,⋯,xn ) = ∑
u = (u1,⋯,un ) ∈ Fn

2

λu∏
i = 1

n

xui
i

其中， λu ∈ F2。 f 的汉明重量定义为 w ( f ) = | { 

x ∈ Fn
2|f ( x ) = 1 } |， 代 数 次 数 定 义 为 deg ( f ) = 

max { w (u ) | λu = 1 }，其中 w (u ) = | { i| ui = 1 } | 表

示u的汉明重量。

n元布尔函数 f在a ∈ Fn
2处的Walsh变换为

Wf (α ) = ∑
x ∈ Fn

2

(-1) f ( x ) +  αx (1)

其中，αx = a1 x1 + ⋯ + an xn ∈ F2 表示 α = (a1,⋯, 

an )和 x = ( x1,⋯,xn )的点积。包含所有Walsh变换

的序列称为Walsh谱，即

[Wf (0,⋯,0 ),Wf (0,⋯,0,1),⋯,Wf (1,⋯,1) ]

n元布尔函数 f的非线性度（记为N ( f )）衡量

其与所有仿射函数（次数不超过1的函数）之间的

最小汉明距离，可以用Walsh变换刻画为

N ( f ) = 2n - 1 - max
α ∈ Fn

2

|Wf (α )|

2
(2)

定义 1 设 n是偶数，f是 n元布尔函数，如果

对于任意的 α ∈ Fn
2 都有 |Wf (α )| = 2

n
2，称 f 为 bent

函数[1]。

对于 n元 bent函数 f，其对偶函数（记为 f）͂定

义为 2
n
2 (-1) f ͂ ( x ) = Wf ( x )。任何 bent函数的对偶函

数都是bent函数。

MM类bent函数[19]是具有如下形式的函数

f ( x,y ) = xπ ( y ) + g ( y ) (3)

其中，x,y ∈ Fm
2，π是Fm

2 上的任意置换，g是任意

m元函数。式(3)中 f的对偶函数为

f ͂ ( x,y ) = yπ-1 ( x ) + g (π-1 ( x ) ) (4)

定义 2 设 n 是偶数，若 n 元布尔函数 f 的

Walsh谱取值为{ 0,±2
n
2

+ 1
}，称 f为半bent函数[2]。

n 元布尔函数 f 在 β ∈ Fn
2 处的自相关函数定

义为

Δf ( β ) = ∑
x ∈ Fn

2

(-1) f ( x ) + f ( x + β )

它能用Walsh变换等价表示为
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Δf ( β ) =
1

2n ∑
x ∈ Fn

2

(Wf ( x ) )2 (-1)βx (5)

如果Δf ( β ) = ±2n，称 β为 f的线性结构。将Fn
2

中的全 0 向量和全 1 向量分别简记为 0n 和 1n。显

然，0n是所有n元布尔函数的线性结构。存在非零

线性结构的布尔函数在密码系统中容易遭受

攻击[20-21]。

2　四谱值和五谱值布尔函数

2.1　构造方法

令n = 2m ≥ 4 ，x′ = ( x1,⋯,xm - 1 ) ∈ Fm - 1
2 ，y′=

( y1,⋯,ym - 1 )∈Fm - 1
2 ，x =( x′,xm )∈Fm

2，y =( y′,ym )∈Fm
2。

设π是Fm - 1
2 上的任意置换，t和g是任意m - 1元布

尔函数，定义n元布尔函数为

f ( x,y ) =  x (π ( y′ ),ymt ( y′ ) ) + g ( y′ ) (6)

显然，当 t = 0（常量0函数）时，(π ( y′ ),0 )是

Fm
2 上 2对 1映射，f是半 bent函数[22]；当 t = 1（常

量1函数）时，(π ( y′ ),ym )是Fm
2 上的置换，f是MM

类bent函数。下面研究deg ( t ) ≥ 1时 f的性质。

2.2　Walsh谱特征和分布

令u′ = (u1,⋯,um - 1 ) ∈ Fm - 1
2 ，v′ =(v1,⋯, vm - 1 ) ∈ 

Fm - 1
2 ，u = (u′,um ) ∈ Fm

2， v = (v′,vm ) ∈ Fm
2。定理 1

给出了式(6)中 f的Walsh谱取值情况。

定理 1 式(6)中 f 的 Walsh 谱至多包含 5 个值

{ 0,±2m,±2m + 1 }。

证明 由式(1)知，f在 (u,v ) ∈ Fn
2处的Walsh变

换为

Wf (u,v ) = ∑
( x,y ) ∈ Fn

2

(-1) f ( x,y ) + (u,v ) ( x,y ) =

∑
( x′,y′ ) ∈ Fn - 2

2

[ (-1)x′π ( y′ ) + g ( y′ ) + (u′,v′ ) ( x′,y′ ) +

(-1)x′π ( y′ ) + g ( y′ ) + (u′,v′ ) ( x′,y′ ) + um +

(-1)x′π ( y′ ) + g ( y′ ) + (u′,v′ ) ( x′,y′ ) + vm +

(-1)x′π ( y′ ) + t ( y′ ) + g ( y′ ) + (u′,v′ ) ( x′,y′ ) + um + vm ]

令 h1 和 h2 表示如式 (7)形式的 n - 2 元 bent

函数。

ì
í
î

h1 ( x′,y′ ) = x′π ( y′ ) + g ( y′ )
h2 ( x′,y′ ) = x′π ( y′ ) + t ( y′ ) + g ( y′ )

(7)

进而，有

Wf (u,v ) = Wh1
(u′,v′ ) + (-1)umWh1

(u′,v′ ) +

(-1)vmWh1
(u′,v′ ) + (-1)um + vmWh2

(u′,v′ ) =

2m - 1 [ (-1) h͂1 (u′,v′ ) + (-1) h͂1 (u′,v′ ) + um +

(-1) h͂1 (u′,v′ ) + vm + (-1) h͂2 (u′,v′ ) + um + vm ] (8)

显然，(-1) h͂1 (u′,v′ ) + (-1) h͂1 (u′,v′ )+ um +(-1)h͂1 (u′,v′ )+ vm + 

(-1) h͂2 (u′,v′ ) + um + vm 有 5个可能的取值{ 0,±2,±4 }。因

此，Wf (u,v ) 有 5 个可能的取值 { 0,±2m,±2m + 1 }。

证毕。

为了分析式(6)中 f的Walsh谱分布，令

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

S1 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |t (u′ ) = 0,u′v′ + g (u′ ) = 1 }

S2 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |t (u′ ) = 0,u′v′ + g (u′ ) = 0 }

S3 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |u′v′ + g (u′ ) = 1 }

令Λi表示 i在 f的Walsh谱中出现的次数，其中

i ∈ { 0,±2m,±2m + 1 }。定理2给出了式(6)中 f的Walsh

谱分布。

定理 2 设 deg ( t ) ≥ 1，式(6)中 f的Walsh谱分

布为

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Λ0 = 3|S1| + 3|S2|

Λ
2m = 3 × 2n - 2 - |S1| - 3|S2| - 2|S3|

Λ-2m = 2n - 2 - 3|S1| - |S2| + 2|S3|

Λ
2m + 1 = |S2|

Λ-2m + 1 = |S1|

(9)

证明 对于式(7)中的h1和h2，由式(4)可知

ì
í
î

ïï
ïï

h͂1 (u′,v′ ) = v′τ (u′ ) + g ( τ (u′ ) )

h͂2 (u′,v′ ) = v′τ (u′ ) + t ( τ (u′ ) ) + g ( τ (u′ ) )

且 h͂1 (u′,v′ ) + h͂2 (u′,v′ ) = t ( τ (u′ ) )， 其 中 τ = π-1。

因为 deg ( t ) ≥ 1，所以 h͂1 (u′,v′ ) + h͂2 (u′,v′ ) = 0 和

h͂1 (u′,v′ ) + h͂2 (u′,v′ ) = 1 都会发生。结合式(8)，考

虑c-1和c-2这2种情形。

c-1 对 于 h͂1 (u′,v′ ) + h͂2 (u′,v′ ) = 0， 如 果

(um,vm ) = (0,0 )，则 Wf (u,v ) = 2m + 1 (-1) h͂1 (u′,v′ )；如

果(um,vm ) ≠ (0,0 )，则Wf (u,v ) = 0。

c-2　 对 于 h͂1 (u′,v′ ) + h͂2 (u′,v′ ) = 1， 如 果

(um,vm ) = (1,1)，则 Wf (u,v ) =-2m (-1) h͂1 (u′,v′ )；如果

(um,vm ) ≠ (1,1)，则Wf (u,v ) =2m (-1) h͂1 (u′,v′ )。

下面分析当 π是恒等映射（即 π ( y′ ) = y′）时 f

的Walsh谱分布，考虑以下2种情形。

1) 对于所有的 (u′,v′ ) ∈ S3（即 h͂1 (u′,v′ ) = 1），

··146
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至少存在 |S1| 个使 t (u′ ) = 0 （即 h͂2 (u′,v′ ) = 1），

|S3| - |S1| 个使 t (u′ ) = 1（即 h͂2 (u′,v′ ) = 0）。因此，

在 f的Walsh谱中，-2m + 1出现 |S1|次，0出现3|S1|次

（根据 c-1）；2m 出现 |S3| - |S1|次，-2m 出现 3(|S3| -
|S1|)次（根据c-2）。

2) 对于所有的 (u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 \S3（即 h͂1 (u′,v′ ) =

0），至少存在 |S2|个使 t (u′ ) = 0（即 h͂2 (u′,v′ ) = 0），

2n - 2 - |S2| - |S3| 个使 t (u′ ) = 1（即 h͂2 (u′,v′ ) = 1）。

因此，在 f的Walsh谱中，2m + 1出现 |S2|次，0出现

3|S2| 次（根据 c-1）；-2m 出现 2n - 2 - |S2| - |S3| 次，

2m出现3(2n - 2 - |S2| - |S3|)次（根据c-2）。

结合上述讨论的 2种情形可知，当 π是恒等映

射时式(9)成立。

下面说明π不影响 f的Walsh谱分布。令

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

S′1 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |t ( τ (u′ ) ) = 0,h͂1 (u′,v′ ) = 1 }

S′2 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |t ( τ (u′ ) ) = 0,h͂1 (u′,v′ ) = 0 }

S′3 = {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 |h͂1 (u′,v′ ) = 1 }

类似于上述分析，f的Walsh谱分布为式(9)中

用 |S′i | 替换 |Si| 后的结果，其中 i = 1,2,3。因为 τ =

π-1 是 Fm - 1
2 的置换，所以对于 i = 1,2,3 都有 |S′i | =

|Si|。因此，π不影响 f的Walsh谱分布。证毕。

下面给出定理 2的推论，说明式(6)中 f是四谱

值和五谱值布尔函数。

推论1 设deg ( t ) ≥ 1，f为式(6)中的函数，下

面的结论成立。

1) 如果 |S1| = 0， f 的 Walsh 谱包含 4 个值{ 0, 

±2m,2m + 1 }，且Λ
2m = Λ-2m。

2) 如果 |S2| = 0， f 的 Walsh 谱包含 4 个值{ 0, 

±2m,-2m + 1 }，且Λ
2m = Λ-2m。

3) 如果 |S1| ≠ 0且 |S2| ≠ 0，f的Walsh谱包含5个

值 { 0,±2m,±2m + 1 }， 且 Λ
2m = Λ-2m 或 者 Λ

2m + 1 =

Λ-2m + 1，但二者不会同时成立。

证明 根据定理 2 的证明中 c-1 情形可知，

Λ0 > 0，Λ
2m + 1 和 Λ-2m + 1 不会同时等于 0。在 c-2 情

形中，因为(um,vm ) = (0,1)和(1,1)时 f的Walsh变换

是互为相反数的，所以Λ
2m > 0且Λ-2m > 0。也就是

说，f的Walsh谱中包含四值或五值。

另外，h͂1 和 h͂2 都是 bent 函数，考虑下面 2 种

情形。

1) 如果 w ( h͂1 ) = w ( h͂2 )，则存在相同数量的

(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 使 h͂1 = 0， h͂2 = 1 和 h͂1 = 1， h͂2 = 0。

由c-2知，Λ
2m = Λ-2m。1)

2) 如果w ( h͂1 ) + w ( h͂2 ) = 2n - 2，则存在相同数

量的 (u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 使 h͂1 = 0，h͂2 = 0和 h͂1 = 1，h͂2 =

1。由c-1知，Λ
2m + 1 = Λ-2m + 1。

根据上述讨论知，如果 f 是五谱值函数，则

Λ
2m = Λ-2m 或者 Λ

2m + 1 = Λ-2m + 1；如果 f 是四谱值函

数（Λ
2m + 1 ≠ Λ-2m + 1），则Λ

2m = Λ-2m。证毕。

2.3　非线性度和代数次数

由推论1可知，max
α ∈ Fn

2

|Wf (α )| = 2m + 1，根据式(2)

可得式(6)中 f的非线性度为

N ( f ) = 2n - 1 - 2m

显然，f的非线性度与半 bent函数的非线性度

是一致的，与文献[9,12,14-18]中构造的（平衡）四

谱值和五谱值函数的非线性度也是一致的，这也是

目前已知的同类型函数非线性度最大值。

为了分析式 (6)中 f 的代数次数上界，引入

引理1。

引理 1 设整数 n,p 满足 n ≥ 2，2 ≤ p ≤ n， g

是 n 元布尔函数。如果对于任意的 α ∈ Fn
2 都有

Wg (α ) ≡ 0 (mod 2n - p + 2 )，则 g 的代数次数满足

deg ( g ) ≤ p - 1[23]。

由引理1可以得到命题1。

命题1 设n = 2m ≥ 4，g是n元布尔函数。如

果 g 的 Walsh 谱值集合为{ 0,±2m,2m + 1 }或{ 0,±2m, 

-2m + 1 }或{ 0,±2m,±2m + 1 }，则g的代数次数满足3 ≤
deg ( g ) ≤ m + 1。

定理3给出了式(6)中 f的代数次数。

定理 3 设 deg ( t ) ≥ 1， f 为式 (6)中的函数，

π = (π1,⋯,πm - 1 )，其中πi（1 ≤ i ≤ m - 1）是n - 1

元布尔函数。f的代数次数为

deg ( f ) = max { max1 ≤ i ≤ m - 1 deg (π i ) + 1,

                     deg ( t ) + 2, deg ( g ) }

显然，使用不同的 (π,t,g )，f的代数次数能取

到 3 和最大值 m + 1（由命题 1 得到）之间的任

意值。

由集合Si（i = 1,2）的表达式知
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ì
í
î

|S1| ≠ 0 ⇔ ( t ( x′ ) + 1) ( x′y′ + g ( x′ ) ) ≠ 0

|S2| ≠ 0 ⇔ ( t ( x′ ) + 1) ( x′y′ + g ( x′ ) + 1) ≠ 0

由文献[24]知，n元布尔函数 f的代数免疫度定

义 为 min { deg (h )|h ≠ 0,fh = 0 或 ( f + 1)h = 0 }，

其中 h是 n元布尔函数。显然，f和 f + 1有相同的

代数免疫度。如果 deg ( t ) 严格大于函数 x′y′ +

g ( x′ )的代数免疫度，则 |S1| ≠ 0且 |S2| ≠ 0。也就是

说，使用这样的 t函数，式(6)中 f是五谱值函数。

8 元四谱值和五谱值布尔函数的例子分别如

例 1和例2所示。

例 1 令 m = 4，π ( y1,y2,y3 ) = ( y1,y1 + y2,y1 +
y2 + y3 )，t ( y1,y2,y3 ) = y1 y2 y3 + y1 y2 + y2 y3+y1 y3 +

y1 + y2 + y3, g ( y1,y2,y3 ) = 1。 容 易 验 证 |S1| = 8，

|S2| = 0， |S3| = 36。式 (6)中布尔函数 f ( x1,⋯,x4, 

y1,⋯,y4 ) 是 5 次函数，其频谱分布为 Λ0 = 24，

Λ
24 = Λ-24 = 112，Λ-25 = 8，Λ

25 =0。

例 2 令m = 4，π ( y1,y2,y3 ) = ( y1 y2 + y3,y1,y2 )， 
t ( y1,y2,y3 ) = y1 y2 y3 + 1，g ( y1,y2,y3 )= y1。容易验

证，|S1| = 4，|S2| = 4，|S3| = 28。式(6)中布尔函数

f ( x1,⋯,x4,y1,⋯,y4 ) 是 5 次函数，其频谱分布为

Λ0 = 24，Λ
24 = 120，Λ-24 = 104，Λ

25 = Λ-25 = 4。

3　不存在非零线性结构的五谱值布尔函数

设m ≥ 3，在式(6)中，令π表示 Fm - 1
2 上的恒等

映射，t ( y′ ) = y1 y2⋯ym - 1，g ( y′ ) = 0，那么，f就

变为

f ( x1,⋯,xm,y1,⋯,ym ) = ∑
i = 1

m - 1

xi yi + xm∏
i = 1

m

yi     (10)

显然，f具有最高的代数次数m + 1（由命题1得

到），并且有定理4。

定理4 式(10)中的 f是五谱值布尔函数，不存

在非零线性结构，其Walsh谱分布为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Λ0 = 3(2n - 2 - 2m - 1 )

Λ
2m = Λ-2m = 2m

Λ
2m + 1 = 2n - 3

Λ-2m + 1 = 2n - 3 - 2m - 1

(11)

目前所有已知的四谱值和五谱值布尔函数的构

造都没有考虑线性结构的性质，式(10)首次给出了

一类不存在非零线性结构的五谱值布尔函数。

定理 4 的证明将会在本节最后给出。容易验

证，式(10)中的 f是不平衡的。下面通过加上线性

多项式，将 f改成平衡函数，如推论2所示。

推论 2 设 f为式(10)中的函数，定义另外 2个

函数 f1和 f2为

ì
í
î

ïï
ïï

f1 ( x,y ) = f ( x,y ) + ym

f2 ( x,y ) = f ( x,y ) + y1 +∑i = 2

m ( xi + yi )

则 f1和 f2是平衡的五谱值函数，且不存在非零线性

结构，其Walsh谱分布由式(11)给出。

为了证明定理4，需要引入引理2。

引理2 定义Fn
2的一个子集Ω为

Ω = ∪
i = 1

m - 1

{ ei
n }∪ {(1m,0m ) }∪ ∪

i = m + 1

n - 1

{ ei
n }∪ { 1n }

其中，ei
n是Fn

2中第 i位为 1、其余位全为 0的向量。

对 于 式 (10) 中 的 f 和 任 意 (u,v ) ∈ Ω， 都 有

Wf (u,v ) ≠ 0。

证明 根据定理1的证明知

Wf (u,v ) = ∑
( x′,y′ ) ∈ Fn - 2

2

(-1)x′y′ + (u′,v′ ) ( x′,y′ ) ⋅
[1 + (-1)um + (-1)vm + (-1) t ( y′ ) + um + vm ]

下面对(u,v ) ∈ Ω的不同情形展开讨论。

1) (u,v ) = ei
n，1 ≤ i ≤ m - 1，有um = vm = 0且

(u′,v′ ) ( x′,y′ ) = xi，进而有

Wf (u,v ) = ∑
( x′,y′ ) ∈ Fn - 2

2

[ 3 + (-1) t ( y′ ) ](-1)x′y′ + xi

因 为 t ( y′ ) = 1 当 且 仅 当 y′ = 1m - 1， 并 且

1m - 1 x′ + xi是Fm - 1
2 上的平衡函数，所以可得

Wf (u,v ) = 4 ∑
1m - 1 ≠ y′ ∈ Fm - 1

2

∑
x′ ∈ Fm - 1

2

(-1)x′y′ + xi

另外， ∑
x′ ∈ Fm - 1

2

(-1)x′y′ + xi 等于 2m - 1当且仅当 y′ =

ei
m - 1，其他情况都等于 0。因此，有 Wf (u,v ) =

2m + 1。

2) (u,v ) = (1m,0m )， 有 um = 1， vm = 0， 且

(u′,v′ ) ( x′,y′ ) = 1m - 1 x′，进而有

Wf (u,v ) = ∑
( x′,y′ ) ∈ Fn - 2

2

[1 - (-1) t ( y′ ) ](-1)x′y′ + 1m - 1 x′ =

2 ∑
x′ ∈ Fm - 1

2

(-1)1m - 1 x′ + 1m - 1 x′ = 2m

3) (u,v ) = ei
n，m + 1 ≤ i ≤ n - 1，有 um = vm =

0且(u′,v′ ) ( x′,y′ ) = yi - m。类似于情形1)，可以得到

Wf (u,v ) = 2m + 1。

4) (u,v ) = 1n，有 um = vm = 1 且 (u′,v′ ) ( x′,y′ ) = 

··148
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1m - 1 ( x′ + y′ )，进而有

Wf (u,v ) =

∑
( x′,y′ ) ∈ Fn - 2

2

[-1 + (-1) t ( y′ ) ](-1)x′y′ + 1m - 1 ( x′ + y′ ) =

-2 ∑
x′ ∈ Fm - 1

2

(-1)
1

m - 1
x′ + 1

m - 1
( x′ + 1

m - 1
)

=

-2 ∑
x′ ∈ Fm - 1

2

(-1)m - 1 = (-2)m

综上可知，结论成立。证毕。

下面给出定理4的证明。

证明　通过分析 |Si|（i = 1,2,3）来确定 f 的

Walsh谱分布。首先，有

|S3| = | {(u′,v′ ) ∈ Fn - 2
2 | u′v′ = 1 } | = 2n - 3 - 2m - 2   (12)

考虑 (u′,v′ ) ∈ S2，如果 u′中至少有一个 0，则

t (u′ ) = 0。如果 u′和 v′有偶数个对应位都为 1，则

u′v′ = 0。设 u′中 0的数量为 i，如果 1 ≤ i ≤ m - 2，

S2中 (u′,v′ )的数量为 2m - 2( )m - 1
i

；如果 i = m - 1，

S2中(u′,v′ )的数量为2m - 1。因此可得

|S2| = ∑
i = 1

m - 2

2m - 2( )m - 1
     i

+ 2m - 1 = 2n - 3 (13)

类似地，考虑 (u′,v′ ) ∈ S1，如果 u′和 v′有奇数

个对应位都为 1，则u′v′ = 1。设u′中 0的数量为 i，

如 果 1 ≤ i ≤ m - 2， S1 中 (u′,v′ ) 的 数 量 为

2m - 2( )m - 1
i

；如果 i = m - 1，S1 中 (u′,v′ )的数量

为0。因此可得

|S1| = ∑
i = 1

m - 2

2m - 2( )m - 1
i

= 2n - 3 - 2m - 1 (14)

结合式(9)、式(12)～式(14)可知，f的Walsh谱

分布满足式(11)。

下面证明 f不存在非零线性结构。令

ì
í
î

G1 = {(u,v ) ∈ Fn
2|Wf (u,v ) = ±2m }

G2 = {(u,v ) ∈ Fn
2|Wf (u,v ) = ±2m + 1 }

由式(11)可知

ì
í
î

ïï
ïï

|G1| = Λ
2m + Λ-2m = 2m + 1

|G2| = Λ
2m + 1 + Λ-2m + 1 = 2n - 2 - 2m - 1

假设α ∈ Fn
2是 f的线性结构，根据式(5)可得

Δf (α ) = ∑
x ∈ G1

(-1)αx + 4 ∑
x ∈ G2

(-1)αx = ±2n

另一方面，有 |G1| + 4|G2| = 2n。并且，容易验

证 0n ∈ G2。因此，α是 f的线性结构当且仅当对于

任 意 的 x ∈ G1 ∪ G2 都 有 αx = 0。 由 引 理 2 知

Ω ⊆ G1 ∪ G2，进而，对于任意的 x ∈ Ω都有 αx =

0。注意到Ω中的向量构成Fn
2 的一组基，所以 α =

0n。因此，f不存在非零线性结构。证毕。

4　结束语

本文聚焦四谱值和五谱值布尔函数的构造和密

码学性质，通过修改Maiorana-McFarland类 bent函

数的表达式，给出了四谱值和五谱值布尔函数的构

造，分析了其Walsh谱分布，证明了非线性度和半

bent 函数一样高，代数次数能取到 3 和理论上界

n
2

+ 1之间的任意值，并给出了一类不存在非零线

性结构的五谱值函数。
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